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SVO�STVA RAZMERNOSTI dm NORMAL^NYH PROSTRANSTV

M. Eliq

Rez�me. Izuqa�ts� svo�stva dimenzionno� funkcii dm v klasse normal~nyh
prostranstv.

1. Vvedenie

V osnove pon�ti� razmernosti dm topologiqeskih prostranstv le�at
pon�tie nerva otkrytogo pokryti� i pon�tie razmernosti ds qastiqno
upor�doqennyh mno�estv v smysle Duxnik-Millera.

Opredelenie 1.1. (Adnad�eviq) Pust~ X topologiqeskoe pros-
transtvo. Polo�im, qto: dm ; = �1; dmX = 0 esli v ka�doe otkrytoe
pokrytie prostranstva X mo�no vpisat~ pokrytie qe� nerv soverxenno
neupor�doqennoe mno�estvo; dmX � n (n > 0) esli v ka�doe otkrytoe
pokrytie U prostranstva X mo�no vpisat~ orktytoe pokrytie V takoe,
qto dsN (V) � n+1; dmX = n esli dmX � n a dmX � n� 1 ne spravedli-
vo; dmX =1 esli neravenstvo dmX � n ne imeet mesto ni dl� kakogo n,
1 � n <1.

V rabote budut ispol~zovany i sledu�wie opredeleni� i pred-
lo�eni�:

Opredelenie 1.2. (Smirnov) Podprostranstvo A normal~nogo pros-
transtva X nazovem normal~no raspolo�ennym v X, esli v l�bo� okrest-
nosti O mno�estva A na�d�ts� mno�estvo B � A tipa F� v X.

Predlo�enie 1.3. Vs�koe F� mno�estvo A normal~nogo prostranst-
va X est~ normal~noe podprostranstvo ot X.

Lemma 1.4. (Qeh) Pust~ A podprostranstvo nasledstvenno nor-
mal~nogo prostranstva X. Togda dl� l�bogo otrkytogo v A, koneqnogo
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pokryti� U = fUi j i = 1; 2; . . . ; k g prostranstva A suwestvuet sistema
V = fVi j i = 1; 2; . . . ; k g taka�, qto: Vi � Ui, Vi otkryti v X i sistema V
podobna sisteme U .

2. Svo�stva razmernosti dm

Predlo�enie 2.1. Pust~ B podmno�estvo normal~nogo prostranst-
va X imeet v X tip F�. Togda dmB � 2 dmX + 1.

Dokazatel~stvo. Pust~ B tipa F�. Togda B mo�no predstavit~ v
vide sqetno� summy zamknutyh v X mno�estv Bi, i = 1, 2, . . . i budet~
dmBi � dmX dl� ka�dogo i = 1, 2, . . . . V silu teoremy summy dmB �
2 dmBi + 1 � 2 dmX + 1.

Lemma 2.2. Pust~ okrestnost~ O podmno�estva A normal~nogo pros-
transtva X pokryta otkrytymi v X mno�estvami Wi, i = 1, 2, . . . , k, i
suwestvuet takoe normal~noe podprostranstvo B prostranstva X, qto
A � B � O i dmB � n. Togda v pokrytie V = fWi \ A j i = 1; 2; . . . ; k g
mno�estva A mo�no vpisat~ otkrytoe v A pokrytie U takoe, qto
dsN (U) � n+ 1.

Dokazatel~stvo. V pokrytie W = fWi \ B j i = 1; 2; . . . ; k g mo�no
vpisat~ koneqnoe otkrytoe v B pokrytie V = fVi j i = 1; 2; . . . ; k g takoe,
qto dsN (V) � n+1. Togda pokrytie U = fVi\A j i = 1; 2; . . . ; k g mno�estva
A, otkryto v A, vpisano v W i dsN (U) � n+ 1.

Predlo�enie 2.3. Pust~ A normal~noe podprostranstvo normal~nogo
prostranstva X. Togda dmA � dmX togda i tol~ko togda kogda dl� l�bo�
okrestnosti O mno�estva A suwestvuet~ normal~noe podprostranstvo
B prostranstva X takoe, qto A � B � O i dmB � dmX.

Dokazatel~stvo sleduet iz lemmy 2.2.

Iz predlo�eni� 2.1 i 2.3 vytekaet

Predlo�enie 2.4. Pust~ podprostranstvo A normal~no raspolo�eno
v normal~nom prostranstve X. Togda dmA � 2 dmX + 1.

Predlo�enie 2.5. Pust~ B proizvol~noe podprostranstvo soverxen-
no normal~nogo prostranstva X. Togda dmB � 2 dmX + 1.

Dokazatel~stvo. Tak kak l�boe podprostranstvo soverxenno nor-
mal~nogo prostranstva normal~no raspolo�eno v X, dokazatel~stvo sle-
duet iz predlo�eni� 2.4.

Predlo�enie 2.6. Pust~ X = d
S
�2A

X� diskretna summa nor-
mal~nyh prostranstv. Togda dmX � sup�2A dmX�.

Dokazatel~stvo. Pust~ dmX� � n, � 2 A, i W = fWi j i = 1; 2; . . . ; k g
koneqnoe otkrytoe pokrytie prostranstva X. Dl� ka�dogo � 2 A v
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pokrytie fWi \ X� j i = 1; 2; . . . ; k g vpixem, otkrytoe v X� pokrytie V�
takoe, qto dsN (V�) � n + 1. Togda sistema V =

S
�2A

V� est~ otkrytoe
pokrytie ot X, vpisannoe v pokrytie W i dsN (V) � n + 1 (tak kak X�

diz��nktny, sm. [2]). Ottuda dmX � n.

Predlo�enie 2.7. Pust~ X = A[B, A\B = ;, nasledstvenno normal-
noe prostranstvo. Pust~ dmA � n i dmB � n (n > 0), gde A zamknutoe a
B otkrytoe podprostranstvo ot X. Togda dmX � n.

Dokazatel~stvo. Pust~ U = fUi j i = 1; 2 . . . ; k g koneqnoe otkrytoe
pokrytie prostranstva X. Togda UA = fUi \ A j i = 1; 2 . . . ; k g pokry-
vaet A a UB = fUi \ B j i = 1; 2 . . . ; k g pokryvaet B. Tak kak dmA � n

i dmB � n, v pokrytie UA mo�no vpisat~ koneqnoe otkrytoe pokrytie
VA takoe, qto dsN (VA) � n + 1 a v pokrytie UB mo�no vpisat~ koneq-
noe otkrytoe pokrytie VB takoe, qto dsN (VB) � n + 1. Po lemme 1.4
suwestvu�t sistemy V = fVi j i = 1; 2 . . . ; k g i W = fWi j i = 1; 2 . . . ; k g
takie, qto Vi i Wi otkryty v X, Vi � Ui \ A, Wi � Ui \ B, i = 1, 2, . . . , k,
dsN (V) � n+ 1 i dsN (W) � n+ 1. Tak kak Vi \Wi = ; dl� i = 1, 2, . . . , k,
imeem dsN (V1; . . . ; Vk;W1; . . . ;Wk) � n+ 1, otkuda dmW � n.

Predlo�enie 2.8. Pust~ X = A[B normal~noe prostranstvo. Pust~
A zamknuto v X, dmA � n (n > 0) i dmB = 0. Togda dmX � n+ 2.

Dokazatel~stvo. Pust~ U = fUi j i = 1; 2 . . . ; k g koneqnoe otkrytoe
pokrytie prostranstva X. Togda U 0 = fUi \ A j i = 1; 2 . . . ; k g koneqnoe
otkrytoe pokrytie ot A. Tak kak dmA � n to v �to pokrytie mo�no
vpisat~ koneqnoe otkrytie v X (sm. [2]) pokrytie V 0 = fVi j i = 1; 2 . . . ; k g

takoe, qto dsN (V 0) 6 n + 1. Oboznaqim F = X n
Sk

i=1
Vi zamknutoe pod-

prostranstvo ot B. Togda dmF = 0 i suwestvuet sistema W = fWi j i =

1; 2 . . . ; k g tak, qto B �
Sk

i=1
Wi,W vpisano v U, Wi otkryty i dsN (W) � 2.

Oboznaqim � = fW1; . . . ;Wk; V1; . . . ; Vkg otkrytoe koneqnoe pokrytie ot X
vpisano v U. Budet dsN (�) � n+ 3 i ottuda dmX � n+ 2.

Netrudno pokazat~ sledu�wie dva predlo�eni�:

Predlo�enie 2.9. Pust~ X = A [ B nasledstvenno normal~noe pros-
transtvo i A \ B = ;. Pust~ dmA = 0 i dmB = 0. Togda dmX � 1.

Predlo�enie 2.10. Pust~ X = A [ B normal~noe prostranstvo.
Pust~ dmA = 0 = dmB i A zamknuto v X. Togda dmX � 3.

Predlo�enie 2.11. Pust~ X topologiqeskoe prostranstvo. dmX = 0
esli i tol~ko esli IndX = 0.

Dokazatel~stvo. Tak kak IndX � dimX i dimX � dmX to IndX �
dmX. Pust~ IndX = 0. Togda X normal~noe prostranstvo. Pust~
U = fU1; . . . ; Ukg proizvol~noe otkrytoe pokrytie ot X. Suwestvuet
kombinatorno vpisano v U zamknutoe pokrytie V. Tak kak IndX = 0
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suwestvuet vpisano v U pokrytie W kotoroe sostoit iz diz��nktnyh
otkryto-zamknutyh mno�estv (sm. [1]). Nerv �togo pokryti� soverxenno
neupor�doqennoe mno�estvo. Potomu dmX = 0.

Predlo�enie 2.12. Pust~ X nasledstvenno normal~noe prostranst-
vo. Togda sledu�wie svo�stva �kvivalentny me�du sobo�:

(1) dl� ka�dogo podprostranstva A ot X, imeem dmA � dmX;
(2) dl� ka�dogo otkrytogo podprostranstva � ot X, imeem dm� �

dmX.

Dokazatel~stvo. (1) =) (2) oqevidno.

(2) =) (1). Pust~ X vypolnaet svo�stvo (2). Pust~ A podpros-
transtvo ot X i U = fUi j i = 1; 2 . . . ; k g koneqnoe otkrytoe pokrytie
ot A. Pust~ Vi dl� i = 1, 2, . . . , k otkrytie podmno�estva ot X takie,

qto Ui = A \ Vi. Tak kak otkrytoe podprostranstvo � =
S
k

i=1
Vi ot X

imeet dm� � dmX = n (0 < n < 1) to suwestvuet koneqnoe otkrytoe
podpokrytie W ot fVi j i = 1; 2 . . . ; k g takoe, qto dsN (W) � n + 1. Togda
seme�stvo WjA est~ koneqnoe otkrytoe pokrytie ot A, vpisannoe v U i
dsN (WjA) � n+ 1. Ottuda dmA � dmX.
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